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RÉSUMÉ. Nous étudions la monodromie des cycles évanescents d'une 
application holomorphe dont les composantes sont en involution. Nous 
montrons sous des hypothèses précisées dans l'énoncé que le premier 
groupe d'homologie évanescente non nul de la fibration de Milnor est 
librement engendré par les cycles évanescents. Nous en déduisons que 
l'opérateur de variation correspondant est un isomorphisme. 



Cet article est dédié à Bernard Teissier à l'occasion de son soixantième 
anniversaire. 



Introduction 

La théorie de Picard-Lefschetz locale étudie les cycles évanescents associés 
à un germe d'application holomorphe / : (C m ,0) — ► (C fc ,0) et leurs mon- 
odromies ([9, 12, 14]). Dans la plupart des cas étudiés, on suppose que la 
fibre à l'origine de / est un germe réduit d'intersection complète à singular- 
ité isolée. 

Supposons que l'espace source soit muni d'une structure symplectique, i.e., 
C m = C 2n = {(q,p)} et considérons le cas où les crochets de Poisson des 
composantes de / s'annulent deux à deux : 

n 

Vi, j < k, {fi, fj} = Y^ d n h d Pi h ~ d vi fi 9 Qi fi = °- 
i=i 

En général, la fibre Vo au dessus de l'origine d'un représentant d'une telle 
application / n'est pas à singularité isolée. 

Prenons par exemple, n = 4, k = 2, f\ = p\q\ et /2 = P2- Au voisinage 
de l'origine, la surface Vq est analytiquement isomorphe au produit de la 
courbe plane T = Vq n {q2 = 0} par un ouvert de C ; le lieu singulier de 
Vb est donc de dimension 1. La singularité de T se propage dans Vq le long 
du champ hamiltonien de /2- Cet exemple est rigide en ce sens que toute 
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déformation de / dont les composantes commutent laisse le type analytique 
de Vb inchangé dans un voisinage suffisamment petit de l'origine ([5]). 

Dans le cas où les composantes de / définissent un système intégrable, i.e., 
pour k = n, on démontre dans [6] que le premier espace de cohomologie 
de de Rham d'une fibre de Milnor de / a la dimension de la base d'une 
déformation verselle Lagrangienne de Vq pourvu que / admette une défor- 
mation infinitésimalement Lagrangienne verselle et qu'elle vérifie l'hypothèse 
de pyramidalité précisée en 2.1. 

Ce travail est motivée par cette relation entre la géométrie analytique d'une 
part et la topologie d'autre part (voir également [2, 4, 13]). 

Notons V une fibre de Milnor de l'application /. Sous l'hypothèse de pyra- 
midalité qui sera précisée en 2.1, nous montrons que 

(1) la variété V est 2(n — k) connexe, 

(2) le groupe d'homologie évanescente iÏ2(n-fc)+i (^0 es t librement en- 
gendré par une base distinguée de cycles évanescents, 

(3) l'opérateur de variation Var : #2(n-fc)+i(^ 9V) — > ^2(n-fc)+i (^0 
est un isomorphisme. 

Ici comme dans tout l'article, les homologies sont prises à coefficient dans Z. 

1. La fibre de Milnor d'une intersection complète. 

1.1. Représentants standards. Comme il est habituel en théorie des sin- 
gularités, nous dirons abusivement qu'un germe d'application est une inter- 
section complète si sa fibre au dessus de l'origine est un germe d'intersection 
complète réduite. 

On définit le faisceau des applications holomorphes sur des compacts C m , 
par limite inductive O(K) = \im O(U), K C U où K C C m est un compact 
et U C C m est un ouvert. 

Une sous variété lisse à bord M C C m sera dite analytique (à bord) si son 
intérieur est une variété analytique complexe lisse et en tout point du bord 
M est localement l'intersection transverse d'une variété analytique complexe 
lisse avec une boule fermée. 

Le bord d'une variété analytique lisse compacte est une variété analytique 
lisse réelle. 

Notons B e la boule fermée de C m , de rayon e centrée en l'origine. Le bord 
de la boule B £ est une sphère que nous notons S £ . 

Définition 1. Un représentant standard f : M — > T d'un germe d'appli- 
cation holomorphe / = (/i, . . . , f k ) : (C m , 0) — ► (C fe , 0) est un représentant 
du germe / satisfaisant aux conditions suivantes : 

(1) le morphisme / est la restriction d'un morphisme de Stein g d'une 
boule B £ C C m à un voisinage compact de <7~ 1 (0), 
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(2) la fibre de / au dessus de est une intersection complète réduite mu- 
nie d'une stratification de Whitney dont les strates sont transverses 
aux sphères St £ pour tout t e]0, 1], 

(3) il existe un système fondamental de voisinages fermés de l'origine 
(D t ) t <=]o,i] dans T avec D\ = T, tel qu'au dessus de D t les fibres 
lisses de g soient transverses aux sphères St £ . 

Remarque 1. Pour tout germe /, il existe un représentant vérifiant les con- 
ditions 1 et 2. En effet, l'existence d'une boule B £ satisfaisant (2) découle 
des propriétés générales des stratifications de Whitney [19] (voir également 
[15]). 

1.2. Le théorème de section hyperplane relatif. La proposition suiv- 
ante est une variante du théorème de section hyperplane de Lefschetz pour 
les variétés analytiques compactes (au sens défini dans la sous-section précé- 
dente). 

Proposition 1. Soient V C C m une variété analytique lisse compacte de 
codimension k, u : C m — > C une forme linéaire et P = u _1 (i), t £ C un 
hyperplan. Supposons que le triplet (V, u, t) satisfasse aux conditions suiv- 
antes 

(1) l 'hyperplan P intersecte V transversalement, 

(2) la restriction de l'application linéaire u à V est une submersion en 
tout point du bord de V , 

(3) les points critiques de la restriction deu àV sont des points critiques 
isolés. 

Alors les paires (V, V H P), dV, d(V H P) sont respectivement (m — k — 1)- 
connexe et (m — k — 2)-connexe. En particulier, on a les annulations en 
homologie Hj(V, V n P) = 0, Hj-^dV, d(V n P)) = pour < j < m - k. 

Démonstration. Il suffit de répéter la démonstration donnée par Thom du 
théorème de Lefschetz ([17]). 

Considérons la fonction h : V — ► M, z i— >| u(z) | 2 . Une valeur critique 
e > de h est une valeur pour laquelle il existe t £ C de module y/ë tel 
que Phyperplan u~ x (t) est tangent à V. Quitte à perturber légèrement la 
fonction h on peut supposer que 

(1) les points critiques de h sont des points critiques de Morse, i.e., la 
forme quadratique d 2 h(z) est non-dégénérée en un point critique, 

(2) le flot du gradient de h donne une décomposition cellulaire de la 
variété V \ (V n P) (voir e.g. [3, 11]). 

En un point critique de h, l'indice est au moins égal -en fait on pourrait 
choisir h pour qu'il soit égal- à la dimension de V . 

Par ailleurs, en tout point du bord de V, la restriction de l'application u à 
V étant une submersion, le gradient de h est transverse au bord de V. Le 
théorème fondamental de la théorie de Morse entraîne que la variété V est 
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obtenue à partir de V H P en y ajoutant des cellules de dimension égale à 
l'indice de chacun des points critiques de la fonction h (voir e.g. [11]). 
L'intersection d'une cellule de dimension j de V avec le bord de V est une 
cellule de dimension j — 1, par conséquent la variété dV est obtenue à partir 
de d(V n P) en y ajoutant des cellules de dimension dim V — 1. Ceci achève 
la démonstration du lemme. □ 

1.3. iV-connexité de la fibre de Milnor. Soit u une forme linéaire sur 
C m et / : M — ► T un représentant standard d'un germe d'intersection 
complète. 

Considérons la propriété 

P(u, /) : il existe un voisinage de l'origine T u C T, tel que pour toute fibre 
lisse V de / au dessus de T u et tout t ^ suffisamment proche de l'origine, 
le triplet (V,u, t) satisfait les conditions de la Proposition 1. 

PROPOSITION 2. Supposons qu'un germe f : (C m ,0) — ► (C k ,0) d'intersec- 
tion complète admette un représentant standard f : M — ► T. L'ensemble f2 
des formes linéaires sur C m vérifiant la propriété P(u, f) est alors un ouvert 
de Zariski. 

Démonstration. Considérons l'ensemble Q, C (C m ) V des formes linéaires 
pour lesquelles 

(1) la polaire relative à /, soit T, est une variété réduite de dimension k, 

(2) la multiplicité d'intersection (r, Vo) à l'origine de T avec la fibre Vb 
de / au-dessus de est finie. 

L'ensemble £1 est un ouvert de Zariski ([15], section 4, Proposition 1). 
Pour n G il, la multiplicité d'intersection à l'origine de la polaire T avec la 
fibre singulière Vq est finie. Donc, dans un voisinage de l'origine suffisamment 
petit, cette intersection est réduite à l'origine. 

Par conséquent, il existe un voisinage de l'origine T u au dessus duquel les 
fibres de f : M — > T n'intersectent pas le bord de la polaire T. 
Au dessus de l'ouvert T u , les fibres lisses du morphisme / satisfont aux 
conditions de la Proposition 1. En effet (avec les mêmes notations), les points 
critiques de la restriction de u à V sont les intersections de V avec T. Le 
nombre de ces points est donc fini. 

Soit t une valeur régulière de la restriction de u à V . L'hyperplan P = u~ l {t) 
est transverse à V . Par ailleurs comme le bord de M n'intersecte pas T, 
la restriction de u au bord de V est une submersion. La proposition est 
démontrée. □ 

Corollaire. Supposons qu'un germe f : (C m ,0) — ► (C fe ,0) d'intersection 
complète admette un représentant standard f : M — > T. Soit s la dimension 
du lieu singulier de Vo = /~ 1 (0). existe alors, un voisinage de l'origine 
Tq C T tel que les fibres lisses de f au dessus de Tq soient (m — s — k — 1)- 
connexe. 
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Démonstration. L'intersection de Vq = / _1 (0) avec un espace vectoriel P = 
{u = 0} de codimension s est une intersection complète Wq = {(/, u) = 0} à 
singularité isolée. D'après Milnor et Hamm([12, 8]), la fibre de Milnor, soit 
W, de (/, u) a le type d'homotopie d'un bouquet de sphères de dimension 
m — s — k. Par ailleurs, la proposition précédente entraîne que (V, W) est 
(m — s — k — l)-connexe. Comme W est (m — s — k — l)-connexe, le résultat 
en découle. □ 

2. Applications involutives pyramidales 

2.1. Existence d'un représentant standard dans le cas pyramidal. 

Considérons à présent le cas où M est muni d'une structure symplectique 
complexe, i.e., d'une deux- forme holomorphe lu fermée non-dégénérée. Le 
crochet de Poisson est alors définit par {/, g}u: n = df A dg A a/ 1-1 avec 
2n = dimM. 

Définition 2. Un morphisme / : M — > T, T C C fc entre variétés com- 
plexes est appelé involutif si les crochets de Poisson des composantes de / 
sont nuls. 

La démonstration de la proposition suivante est immédiate. 

PROPOSITION 3. Soit f : (C 2n ,0) — ► (C fc ,0) un germe d'application involu- 
tive. Si la différentielle à l'origine de f est de rang j alors il existe un germe 
de symplectomorphisme (p : (C 2ra ,0) — > (C 2n ,0) et un germe d'application 
biholomorphe ip : (C fe ,0) — ► (C fc ,0) tels que 

if o / o ip = ( Pl , . . . ,pj,g) 

où g : (C 2ra ,0) — y (C fc_J , 0) est une application involutive. 

Avec Thom ([16]), considérons l'ensemble C J (/) C M des points où une 
application holomorphe / : M — > T est de rang j. 

L'adhérence de C k ~ 1 (f), k = dimT, est un espace analytique appelé le 
lieu critique de / ; son image par / est appelé le discriminant. Un point du 
discriminant est appelé une valeur critique. 

Définition 3. Une application involutive / : M —> T, T C C k est appelée 
pyramidale si pour tout j < k la dimension de C J '(/) est au plus égale à 2j : 
àim&(f)<2j. 

Remarque 2. La Proposition 3 montre que pour / est pyramidale, l'espace 
M est stratifié par les strates lisses C J (/), j < k et que les fibres de / sont 
stratifiées de Whitney par les flots des champs hamiltoniens des composantes 
de/. 

PROPOSITION 4. Tout germe f : (C 2 ™, 0) — > (C fe , 0) d'application involutive 
pyramidale admet un représentant standard f : M — > T. De plus, au dessus 
du complémentaire de son discriminant, l'application f définit une fibration 
topologique localement triviale. 
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Démonstration. Nous utilisons les notations de la Définition 1. 

Soit / : M — ► T un représentant du germe / satisfaisant aux conditions 

1,2 de la Définition 1. 

Je dis que tout point x £ (dVo l~l St £ ) admet un voisinage U x C C m , sur 
lequel les fibres lisses de l'application / sont transverse à St £ . 
Si x est un point lisse de Vq cela résulte du fait que la transversalité est une 
condition ouverte. 

Soit x un point singulier de Vo- La condition de pyramidalité entraîne qu'en 
chaque point de la strate de x, l'espace tangent est engendré par les champs 
hamiltoniens des composantes de / ; il est par conséquent limite des espaces 
tangents aux fibres lisses. En effet, tout vecteur tangent v x en x à la strate 
de x s'écrit sous la forme v x = Yl a i^i{ x )i a i £ C, où Xi est le champ 
hamiltonien associé à la composante fi. Le champ de vecteurs ^a^X, est 
d'une part globalement défini et d'autre part tangent aux fibres de / ; par 
conséquent, l'affirmation résulte à nouveau de l'ouverture de la transversal- 
ité. 

Pour t e]0, 1] fixé, notons r(t, x) la distance de à f(U x ). Soit Dt la boule 
fermée de rayon r(t) = inf{r(t,x) : x G OVq}. La restriction de / au dessus 
de D\ est un représentant standard. 
Notons C le lieu critique de / et E son image par /. 

Soit g : M \ C — ► T \ S la restriction de l'application / à M \ C. Strati- 
fions cette application, en décomposant M \ C en deux strates : d'une part 
l'intérieur de M \ C et d'autre part le bord de M \ C. 
Nous avons démontré que la condition de pyramidalité entraîne 

(1) l'existence d'un représentant standard / pour un germe d'application 
pyramidale involutive donné, 

(2) que l'application g vérifie la condition (a/) de Thom ([18]). 

Par conséquent, le deuxième lemme d'isotopie de Thom appliqué à l'appli- 
cation g : M\C — > T \ S montre que g est une fibration localement triviale 
[18] (voir également [7]). Ceci conclut la démonstration de la proposition. □ 

Nous appellerons fibration de Milnor d'un germe d'application involutive 
pyramidale / : (C 2n ,0) — ► (C fc ,0), la fibration topologique définie par un 
représentant standard de / au dessus du complémentaire de son discrim- 
inant. La fibre de Milnor du germe / est la variété topologique obtenue 
comme fibre de sa fibration de Milnor. 

2.2. iV-connexité de la fibre de Milnor. En dépit de sa simplicité, le 
théorème suivant va nous fournir la clef de la démonstration du théorème 
principal. Il marque la différence essentielle entre l'étude des applications 
involutives et celle des intersections complètes générales. 

Théorème 1. La fibre de Milnor d'un germe d'application involutive pyra- 
midale f : (C 2n , 0) — > (C fc , 0) est une variété 2(n — k)-connexe. 

Démonstration. Soit / : M — > T un représentant standard de /. Le lieu 
singulier de la variété Vq = {/ = 0} est l'adhérence de la strate C 1 (/) n Vq. 
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La Proposition 3 entraîne que cette strate est au plus de dimension k — 1. 
Donc, d'après le corollaire de la Proposition 1, la fibre de Milnor de / est 
iV-connexe avec N = 2n — (k — 1) — k — 1 = 2(n — k). Le théorème est 
démontré. □ 

2.3. Points critiques quadratiques. Un point critique d'une fonction 
dont le nombre de Milnor est fini se décompose après perturbation en une 
somme de points critiques de Morse ayant des valeurs critiques distinctes. 
Nous envisageons l'analogue de cette propriété pour les application involu- 
tives. 

Définition 4. Un point critique x G M d'une application involutive 

/ : M — > T est appelé quadratique si il existe un germe de symplectomor- 

phisme ip : (C 2n ,0) — ► (C 2n ,x) et un germe d'application biholomorphe 

Y> : (C k ,s) — ► (C fc ,0), s = f(x), tels que 

i> ° / ° <P{<1,P) = (Qi +PÏ,P2, • • • ,Pk)- 

Notons respectivement C C M et S C T, le lieu critique et le discriminant 
d'une application holomorphe / : M — > T. 
Définissons les propriétés suivantes : 

(Ml) : l'ensemble des valeurs S' C T critiques non quadratiques forment un 
ensemble de codimension au moins 2 dans T, 

(M2) : pour tout s £ le lieu singulier d'une fibre singulière L s est connexe. 

Nous conjecturons que ces propriétés sont génériques, en ce sens qu'en dehors 
d'un ensemble de codimension infinie (dans l'espace vectoriel des germes 
d'applications involutives avec n et k fixés muni de la topologie de Whitney), 
pour tout germe d'application involutive, il existe une déformation dont 
le déploiement est pyramidal et qui possède les propriétés (Ml) et (M2). 
Dans le cas n = 1, une telle déformation est donnée par une morsification 
de /. Nous conjecturons également que la variante réelle de ces propriétés 
définit les applications involutives stables sur une variété symplectique lisse 
compacte. 

2.4. Cycles évanescents d'une applications involutive pyramidale. 

Soit / : (C 2n ,0) — > (C fc ,0) un germe d'application involutive pyramidale. 
Notons s la dimension du lieu singulier de la fibre de / au dessus de l'origine. 
Choisissons un représentant standard / : M — > T de /, des formes linéaires 
ui, . . . ,u s : C 2n — > C de telle sorte que 

(1) pour tout l < s, les applications Fi = (/, u±, . . . , et F\ = f 
vérifient la propriété P(ui,Fi) (voir section 1.3), 

(2) la variété Vq n Pq est une intersection complète à singularité isolée 
dont l'idéal est engendré par les composantes de / et par les u\. 

L'existence de / et de u vérifiant la première condition se démontre comme 
dans la Proposition 6. La deuxième condition est vérifiée génériquement ; il 
suffit en effet que Vq^Pq soit un espace analytique réduit et que l'intersection 



8 



MAURICIO D. GARAY 



de Pq avec le lieu singulier de Vq soit égal à l'origine (avec éventuellement 
une certaine multiplicité). 

Supposons à présent que l'application / vérifie les conditions (Ml) et (M2). 
La fibre au dessus de l'origine de l'application (/, u) : (C 2n , 0) — > (C fc+S , 0), 
u = (ui, . . . ,u s ), est un germe d'intersection complète à singularité isolée. 
La fibre de Milnor V H P de (/, u) est l'intersection de la fibre de Milnor V 
de / avec un espace affine P. 

On sait construire un système distingué de cycles évanescents 71 , . . . , 7^ qui 
engendrent le groupe H 2{n _ k)+l {V n P) ~ Z 13 , (3 < fi ([8, 12]). 
Ces cycles évanescents sont associés aux intersections du discriminant de 
(/, u) avec une droite générique L C C k+S . 

L'inclusion V D P C V donne lieu à une application naturelle en homologie 

É : H 2 (n-k)+i(V n P) — ► H 2(n _ k)+1 (V). 

On peut diviser les cycles évanescents de (/, u) en deux groupes suivant 
qu'ils correspondent à une valeur singulière ou bien régulière de /. L'image 
par £ d'un cycle évanescent correspondant à une valeur régulière de / est 
évidemment nulle. 

A priori, il est possible que plusieurs cycles évanescents de VHP s'évanouis- 
sent pour la même valeur critique de /. On choisit arbitrairement l'un d'entre 
eux. On note 71, ... ,7/ les cycles évanescents de V D P ainsi obtenus. 
Le nombre l et /j, sont respectivement égaux à la multiplicité du discriminant 
de / et de (/, u) à l'origine. 

Définition 5. On appelle base distinguée de cycles évanescents de la fibre 
de Milnor V d'un germe / : (C 2n ,0) — ► (C fc ,0) d'application pyramidale 
involutive (associé au choix d'une droite L C T et d'une base distinguée de 
chemins dans cette droite) , les images des cycles 71 , . . . , 7; précédemment 
construits par l'application £ : H 2 (n-k)+i (Y n P) — * H2(n-k)+i(Y)- 

2.5. Enoncé du théorème principal. 

Théorème 2. Soit f : (C 2ra ,0) — ► (C fc ,0) un germe d'application pyrami- 
dale involutive, vérifiant les conditions (Ml) et (M2). Le groupe d'homologie 
H 2 f n -k) + i(V) de la fibre de Milnor V de f est librement engendré par toute 
base distinguée de cycles évanescents. En particulier, le rang de ce groupe 
est égal à la multiplicité à l'origine du discriminant de f . 

Exemple 1. Définissons l'application pyramidale / : (C 6 ,0) — > (C 2 ,0) par 
fi = P1Q1 + P2Q2, Î2 = P2Q2 + Le discriminant de / est le germe à 

l'origine de la réunion de trois droites {s\ = 0} U {s 2 = 0} U {s\ = s 2 }. On 
a par conséquent fli(V) = H 2 (V) = et H 3 (V) = Z 3 . 

Exemple 2. On peut généraliser l'exemple précédent de la façon suivante. 
Soit g = (<7i, . . . ,g n ) : (C 2n ,0) — > (C ra ,0) le germe d'application définie par 
9i = PiQi et R : C n — > C k une application linéaire surjective. Considérons 
l'application involutive / = Rg : (C 2n ,0) — ► (C k ,0). La fibre de Milnor de 
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/ est 2(n— k) connexe et son nombre de Betti &2(n-fc)+i es t égal au coefficient 
binomial 

Corollaire. Sous les hypothèses du Théorème 2, l'opérateur de variation 
Var : H 2 ( n -k)+i(V, dV) — > H 2 ( n -k)+i(V) est un isomorphisme. 

Démonstration. Commençons par montrer que l'opérateur de variation est 
bien défini en dépit du fait que la fibre Vq de / au-dessus de ne soit pas à 
singularité isolée. 

La Proposition 1 et les suites exactes des couples (V, dV) et (VHP, d(V(~)P)) 
donnent lieu à un diagramme commutatif (ici et dans la suite de l'article, 
nous utilisons les notations habituelles pour les morphismes injectifs, surjec- 
tifs et les isomorphismes), 

Hj+iiY) H j+1 (V, dV) Hj(dV) Hj(V) 



H j+1 (v n P) — - H j+1 (v n P, d(v n P)) — - H,{d{v n p)) — - h 3 (v n P) 

avec j = 2(n — k). 

Donc toute classe d'homologie relative dans H 2 r n _ k \ +1 (V, dV) peut être 
représentée par un élément de H 2 r n -k)+i {Y n Pi 9{V n P)). 
Soit 5 C V n P un cycle dont le bord est dans d(V PI P). Ce cycle définit un 
élément d'homologie relative [ô] G #2(n-ifc)+i dV). Notons a un chemin 
qui parcourt le bord de S dans le sens direct. 

La variété VqHP est à singularité isolée par conséquent le chemin a se relève 
en un difféomorphisme hdeVCiP définit à isotopie près qui fixe le bord de 
V f] P (voir e.g. [10]). On définit l'opérateur de variation par 

Var : H 2{n _ k)+1 (V, dV) — H 2{n _ k)+1 (V) , [ô] » [h(ô) - ô}. 

Prenons pour base de #2(n-ifc)+i ^V) la base duale d'une base distinguée 
de #2(n-fc)+i(^0- Dans ces bases, la formule de Picard-Lefschetz entraîne 
que la matrice de l'opérateur de variation est une matrice triangulaire dont 
les éléments diagonaux sont ég 1 ou bien à -1. (voir e.g. [1], Chapitre 
I, section 2.5). Ce qui démontre le corollaire. □ 

3. DÉMONSTRATION DU THEOREME PRINCIPAL. 

Nous utilisons les notations de 2.4. 

Lemme. Soit a, (3 G #2(n-ifc)+i(^) ^ es images de deux cycles de V H P qui 
sont évanescents en une même valeur critique s G L n S alors a = ±(3. 

Démonstration. Notons A le lieu singulier de la fibre singulière V z = f~ 1 (z), 
z G L H S. Le lemme est une propriété locale au voisinage de A, on peut 
donc se restreindre à un voisinage tubulaire de A dans M. 
Les hypothèses (Ml) et (M2) entraînent que la variété A est lisse, connexe de 
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dimension k — 1. De plus, l'hypothèse de pyramidalité entraîne que l'espace 
tangent à A en chaque point est engendré par les champs hamiltonien des 
composantes de /. 

Les cycles a, {3 sont associés à des points critiques x, x' G V z de même valeur 
critique z, Le., f(x) = f(x') = z. Quitte à renuméroter les fi on peut 
supposer que les hamiltoniens X±, . . . , des fonctions fi, ■ ■ ■ fk-i sont 

linéairement indépendants en chaque point d'un voisinage U C M de x G A. 
Commençons par démontrer le lemme dans le cas où x' G U. 
Notons ip\ : Q — ► U le flot du champ hamiltonien de fi au temps t G C et 
considérons l'application 

$ : îî — 17, (*!,..., * fc _!) ' ^ (<p\ l (x), . . . , ^ (x)), 

le domaine fi C C fc_1 étant choisi de telle sorte que l'application $ soit sur- 
jective. 

Choisissons un chemin analytique dans f2 dont l'image par <Ê> est un chemin 
plongé C x>x i joignant x h x'. à l'aide des champs hamiltoniens Xi, . . . , X^^i 
construisons un champ hamiltonien X tangent à C xx t définit dans un voisi- 
nage tubulaire du chemin C X)X i C M. 

Le flot du champ X donne une homotopie entre des représentants des cycles 
a et ±(3 (l'ambiguïté du signe provient du fait que le cycle évanescent est 
défini de façon unique à l'orientation près). Le lemme est démontré pour x' 
voisin de x. 

Dans le cas général, on découpe le chemin joignant x à x' en petit segments 
et on applique le raisonnement ci-dessus à chacun de ces petits segments. □ 

Nous utilisons les notations de 2.4. 

Notons G C H2{n-k)+i{y H P) le sous groupe engendré par les cycles 
71 , . . . , 7; . Le lemme précédent et le théorème de section hyperplane relatif 
(Proposition 1) entraînent que l'inclusion V D P C V induit une application 
surjective en homologie 

G V » H 2 ( n -k)+i(V) . 

Autrement dit nous avons montré que les cycles évanescents engendre le 
groupe d'homologie H 2 ( n -k)+i(V) . Pour terminer la démonstration, il nous 
reste à montrer qu'ils ne vérifient pas de relation non triviale. 
Soit g = (<7i, . . . , gk) un germe d'application pyramidale, considérons la pro- 
priété suivante : 

(P g ) Pour tout j < k le germe d'application (gi, . . . ,gj) est pyramidale. 

Lemme. Il existe un ouvert de Zariski Çl de GL(k,C) tel que pour R G fî, 
l'application Rf vérifie la propriété Prj- 

Démonstration. Une intersection finie d'ouvert de Zariski est un ouvert de 
Zariski ; par conséquent il suffit de montrer la propriété pour j = k — 1. 
Notons Z la sous variété analytique de GL(k,C) x M qui consiste dans 
les paires (R, x) pour lesquelles le germe de l'application Rf au point x ne 
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vérifie pas la propriété (Pr/)- 

Notons C le lieu critique de / et Z la projection de Z dans GL(k,C). On 
a le diagramme commutatif donné par les projections sur le premier et le 
deuxième facteur 

Z c GL(k, C) x M MdC 
Z c GL{k,C) 

La condition de pyramidalité entraîne que, au dessus d'un point générique de 
C, la variété Z est localement isomorphe à C x Z. Par ailleurs, la Proposition 
3 entraîne que au dessus d'un tel point x G M, dim Z < dim C donc Z est une 
sous variété analytique de codimension au moins égale à 1. Par conséquent 
son complémentaire est un ouvert de Zariski. Le lemme est démontré. □ 

Sans perte de généralité, on peut donc supposer que l'application / satisfait 
la propriété Pf. 

Notons A C M une fibre de Milnor de l'application pyramidale involutive 
(/i, . . . , fk-i), de telle sorte que V C A (si k = 1, on prend A = M). 
La différence essentielle avec le cas des intersections complètes à singularités 
isolées provient du fait que A est 2(n — k) + 2-connexe (Théorème 1). 
Considérons la suite exacte du couple (A, V) 

••• • Hj(V) Hj(A) V) y 

Les égalités i^2(n-fc)+i(^) = 0> ^2(n-fc)+2(^) = entraînent l'isomorphisme 

(n-k)+l 

Soient D\ , . . . , Di C (TnL) des voisinages fermés des valeurs critiques de / 
et Di, . . . , L>i C A leurs préimages par /. Par excision, on a un isomorphisme 

(n-k)+2 

(A, V) ~ @\ =1 H 2 

(n-k)+2 

où Vi est la fibre de / au dessus d'un point du bord de Dj. 
Par excision, on a également l'isomorphisme 

H 2 (n-k)+2(V, KnP)~ ©i=i^ 2 (n-fc)+2(Â H P, Vj D P) 



où P est l'espace vectoriel qui a servi à construire les cycles évanescents (voir 
2.4). 
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Ces isomorphismes donnent lieu à un diagramme commutatif 




Les application v et fj sont définies ainsi : les cycles évanescents qui en- 
gendrent le groupe G sont les classes d'homologie des bords boules fermées 
Ci C Di n P, dCi ~ g2{n-k)+i^ i = i ; . . . ; ; ; les applications v en fj envoient 
un élément du groupe abélien libre engendré par les Ci sur sa classe d'ho- 
mologie respective. 

L'application r\ est surjective, par conséquent fj l'est également. 
En prenant pour système générateur de l'image de fj les classes d'homologie 
des Ci, l'application fj est diagonale. Il reste donc à montrer que pour tout 
i < l et pour tout îiéZ, l'image par fj de la classe de nCi est non nulle. 
Ce dernier point provient du fait que le volume de la boule Q est non nul. 
En effet, si l'on note a = Yl^iPi^Qi la forme d'action, on a par Stokes 

/ a A (da) n - k = f (da) (n ~ fc)+1 / 
Jdd Jd 

donc la classe de ndCi dans #2(n-fc)+i (^0 es t non nulle. Il découle par con- 
séquent de l'isomorphisme #2(n-fc)+i(^0 — ^2(ri-fc)+2(^4> V) que la classe 
de nCi dans # 2 (n-fc)+2(A, ^) C i?2(n-fc)+2(A V - ) est non nulle. Ce qui 
prouve que l'application fj est un isomorphisme et achève la démonstration 
du théorème. 
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